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Capitolo 6 
 

Flussi compressibili  non viscosi 
 
 

6.1 Generalità 
 
 
Abbiamo già visto al Cap. 1.3 le relazioni termodinamiche e le definizioni di quantità 
quali calori specifici, compressibilità, velocità del suono, numero di Mach. Alcune 
vengono riassunte qui di seguito per comodità: 
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Inoltre per trasformazioni isentropiche: 
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Come detto gli effetti della compressibilità sono non trascurabili quando Ma >0.3. Questa 
circostanza in condizione di atmosfera standard, corrisponde a circa 110 m/s e pertanto è 

facile verificare che Re=
u l


 sarà in genere dell’ordine di 106 107 e quindi va 

considerata come situazione asintotica per Re  di flusso Euleriano. 
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Le equazioni di governo dei flussi compressibili di gas monoatomici a bassa densità, in 
forma adimensionale, sono (già viste al Cap. 3)1: 
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Le forme asintotiche per Fr   e  Re sono in forma dimensionale: 
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P RT            (6.12) 
 
Si noti che per Ma>0.3 il fluido diventa volumetricamente deformabile e quindi elastico 
nel senso che è in grado di propagare onde. 
Come visto al cap. 1.3.4 la velocità del suono risulta circa ¾ la velocità media molecolare. 

                                                           
1 Si omettono gli asterischi per semplicità. 
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6.2 Equazioni delle onde elastiche e Cono di Mach 
 
6.2.1   Equazioni delle onde (leggere) 

 
Sia P una grandezza che si propaga come un’onda, quindi con velocità del suono c, la sua 
derivata sostanziale si può approssimare con le derivate locali rispetto al tempo. 
Supponiamo che la perturbazione P trasli verso destra con velocità c : 
 

 
Siano x, y assi fissi ,  e  assi mobili con l’onda: 
 
    , , x y   per t=0        (6.13) 

tcx 0 ,       y         
 (6.14) 
 
quindi l’equazione dell’ onda rispetto agli assi mobili è:   
 

 P P                (6.15) 
 
quella rispetto agli assi fissi è: 
 

 P P x ct           (6.16) 
 
Consideriamo il caso monodimensionale  x x , ,i  1 0 0       
In questo caso l’equazione delle onde risulta (equazione di D’Alambert): 
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la cui soluzione è: 
    P P x ct P      

t =0 t >0 

y 

 

    x 

c0 t 

onda P 



 339 

Infatti: 
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ma poiché le velocità (u) delle particelle al passaggio delle perturbazioni sono piccole 
rispetto alla velocità di propagazione dell’onda (c): 
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analogamente :   
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essendo   0  ( c c 0 ) la densità (velocità) del mezzo perturbati dal passaggio dell’onda. 
Vediamo cosa accade in un dominio 3D, le (6.9) e (6.10) linearizzate al I° ordine danno1 : 
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1 Ad esempio       0 0' ; ' ; 'c c c u u  che sostituite nella (6.9) danno: 
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dove il 2° e 3° termine sono nulli perché =cost e il 4° e 6° sono del II ordine.Con le semplificazioni si ottiene direttamente 
la (6.23) dove ho tolto gli apici per comodità. 
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Derivando la prima rispetto a t ed applicando alla seconda la divergenza : 
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e sostituendo le seconde nelle prime: 
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Poiché il processo è isentropico e barotropico =(P) e ricordando l’espressione della 
velocità del suono2 : 
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da cui si ottiene : 
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che è l’equazione caratteristica delle onde di pressione. Con analoga legge si propagano le 
onde di densità :  
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la (6.30) scritta in coordinate sferiche3 dà:  
 

                                                           
2 Sarà chiarito successivamente 
3 Si utilizzano le coordinate sferiche in quanto le onde acustiche in un dominio 3D infinito si propagano secondo r con fronti 
d’onda sferici. La soluzione sarà quindi a simmetria sferica nel caso di sorgente fissa e velocità del fluido nulla.  
Si noti che l’espressione è equivalente all’eq. (4.18) alla quale può essere ricondotta con facili passaggi, infatti: 
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cioè un’equazione d’onda per rPP 

~ . L’equazione (6.33) è lineare (ottenuta da una 
linearizzazione) e pertanto può essere risolta con il metodo delle funzioni di Green visto al 
cap.4.1.3 e 4.2. In questo caso la funzione di Green sarà diversa (equazione di Green delle 
onde) ma può essere ottenuta con analoghe considerazioni. Un caso particolarmente 
semplice ma con molto significato è quello per  c . Infatti la (6.30) diventa : 
 
 2 0P           (6.34) 
 
che, essendo formalmente uguale alla eq. (4.7),può essere risolta con la funzione di Green 
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Ritornando alla (6.33), si può scrivere: 
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questa risulta analoga alla (6.30) monodimensionale: 
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ma questa è identicamente risolta dalla (6.16), infatti: 
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che pertanto è soluzione dell’equazione delle onde nel caso monodimesionale: 
 
P P x c t( ) ( )   0                                                                  (6.16) 
 
La soluzione della (6.33) in termini di ~P  sarà uguale alla (6.16) in quanto la (6.33) è 
ancora monodimensionale in r (coordinate sferiche). La soluzione è del tipo: 
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La funzione di Green per l’equazione delle onde è: 
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Un segnale impulsivo arriva ad un ascoltatore (microfono) un volta ed una volta sola, con 
un tempo di ritardo 
 
t r c  / 0  
 
per cui il  ( / ) t r c0  tiene conto dell’effetto del ritardo in quanto l’impulso di 
pressione a distanza r sarà di ampiezza 1/4r , valore infinito e istante t r c  / 0 , cioè 
ritardato del tempo che impiega la perturbazione a percorrere la distanza r alla velocità 
c0 . 
 
 
6.2.2  Cono di Mach 
 
Se la sorgente è posta in una corrente con u  ed è una sfera pulsante, la pressione sarà 

ancora costante su sfere con intensità proporzionale ad 
1
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 il cui centro è traslato di u t . 

 
 Se la velocità è subsonica, cioè Ma=u/c0<1  

La sorgente acustica  f va considerata come posta in r c t k 0    e  non in r=0 in quanto nel 
tempo t le onde sono state convette  dalla corrente della quantità u t . 
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Lo stesso ragionamento porta ad un cono di inviluppo di tutte le superfici sferiche detto 
cono di Mach con angolo  di semiapertura dato da : 
 
c t u t0    sen                                                                                                        (6.36) 
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Maggiore è Ma minore è l’angolo di apertura del cono.  La zona esterna al cono è detta 
“zona  dei segnali  proibiti“ in quanto ivi non possono pervenire segnali acustici.  
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6.3 Modelli unidimensionali e quasi-unidimensionali 
stazionari 

 
 
 Il modello quasi-unidimensionale (QU) trascura totalmente le componenti 2 e 3 della 

velocità (u2=u3=0, u1 0 ) e le variazioni in x2 e x3 delle variabili incognite 
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,  e non trascura invece le variazioni di area 

secondo x1 delle sezioni del condotto considerato 
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 . 

 Il modello unidimensionale (U) (o monodimensionale) trascura anche le variazioni di 
area. 

 
6.3.1 Modello quasi-unidimensionale (QU) 

 
Sia dato un condotto 
 

 
 
 Eq. C. M. (6.9) con ipotesi di flusso stazionario, in forma integrale 
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da Green-Gauss: 
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u u P            (6.40) 

 
proiettata su x: 
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 Eq. B.E.T. (6.11): 
Si trascura per ora l’effetto della viscosità e delle sorgenti di calore 

volumetrico 
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proiettata su x: 
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sostituendo la (6.41) : 
 




 
 

 
 
 

c u
d T
dx

u
d u
d xp  2 0   cioè :       (6.45) 

 

  
 
 

 
 

u c
d T
d x

u
d u
d xp 









  0         (6.46) 

 
questa per   u  0  e cp=cost (fluido caloricamente perfetto) diventa : 
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scritta tra due sezioni dà :  
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e generalizzando: 
 

c T
u

p  

2

2
cost          (6.49) 

 
 
6.3.2 Modello unidimensionale (U) 

 
Si trascurano anche le variazioni di area, il che ha senso quando il condotto presenta 
sezioni pressochè costanti o quando le sezioni (A1 e A2)  sono molto vicine e la variazione 
di area è continua (non ci sono discontinuità geometriche). In questo caso le (6.9) e (6.10)  
diventano: 
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La (6.41) tenendo conto della (6.50) diventa: 
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ovvero generalizzando 

 
 costu P2   1                                                                                                     (6.54) 
 
 

                                                           
1 Si noti la differenza con Bernoulli per flussi barotropici (3.72). Ciò è legato alla notevole approssimazione dovuta 
all’ipotesi di flusso monodimensionale, ed alla circostanza che Bernoulli vale per flussi barotropici con notevoli 
cambiamenti di sezione mentre la (6.54) vale per flussi altamente compressibili (anche in presenza di urti) ma con 
variazione di sezione nulla. 
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6.3.3 Effetto di Ma sul flusso compressibile nei condotti 
 
Consideriamo un flusso stazionario-compressibile quasi-unidimensionale (QU) in un 
condotto a sezione debolmente variabile. Cerchiamo di valutare le condizioni di flusso in 
funzione dell’ area della sezione A. 
Dalla C.M. (6.39) si ha : 
  u A t cos                       
che differenziando diventa: 
 

 
d
dx

u A   0          (6.55) 

 

 


   u
dA
dx

A
du
dx

u A
d
dx

   0        (6.56) 

 
dividendo per   u A : 
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ricordando (6.42) che:  
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e quindi: 
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da cui si ottiene il sorprendente risultato che: 
 

 Se M<1   
dA
dx

  e   
du
dx

  hanno segno opposto, cioè se A diminuisce con x la u dovrà 

crescere. Cioè la velocità aumenta in un convergente e diminuisce in un divergente 
(come nel caso incompressibile). 

 Se M>1  
dA
dx

  e   
du
dx

    hanno stesso segno quindi se A aumenta con x la u aumenta (in 

un divergente) e se A diminuisce anche la u diminuisce (in un convergente).. Cioè la 
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velocità aumenta in un divergente e diminuisce in un convergente (al contrario del caso 
subsonico) 

  Se M=1   
dA
dx

 0    e quindi questa condizione può essere ottenuta solo in una gola 

(convergente seguito da un divergente). 
 
Si noti che il comportamento per M>1 dimostra che in regime supersonico l’aumento del 
volume specifico (diminuzione della densità) sopperisce sia all’aumento di A che a quello 
di u. 

 
 
6.3.4 Variazione di temperatura tra due sezioni per flussi quasi- 

unidimensionali anche non isentropici 
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si noti che  non si sono utilizzate né le isoentropiche né la condizione di 
unidimensionalità, e quindi questa relazione è di validità generale (QU). 
 
6.3.5 Flussi isoentropici con modello quasi-unidimensionale 

 
 Variazione della pressione tra due sezioni.  

Sostituendo le (6.4) nelle (6.63) si ha: 
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 Variazione della densità. 

Dall’equazione di stato (6.12) e dalle (6.63) e (6.65) si ha: 
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 Variazione del Ma con l’area della sezione. 

Dalla conservazione della massa (6.39) e dalle (6.1) e (6.2) si ha : 
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La (6.67) mette in relazione la variazione dei Ma con la variazione delle aree. 
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 Relazioni al ristagno 

Si dicono valori al ristagno t, Pt, Tt quelli che si ottengono per Ma=0 cioè per u=0. 
Si definisce :   
 

 H M M M1 2 0  , H(M) =
1
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da cui: 
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T
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 H(M)          (6.71) 

 
La (6.71) è valida anche per flussi non isentropici mentre le (6.69) e (6.70) sono valide 
solo per flussi isentropici. 
 
 Relazioni soniche 
 

Se la sezione  2 è in condizione soniche M2 1  (in genere le sezioni soniche si 
indicano con un asterisco) A A2 2 *  cosi’ come per le funzioni : 

    H M M H M M M1 2 1 2 1, ,*    ecc... 
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        (6.72) 

 
pertanto dalle (6.67) si ha: 
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             (6.73) 

 
e quindi, nota la sezione di gola, si può calcolare se non vi sono urti, il Ma in 
qualunque sezione A del circuito (oppure l’area A necessaria a realizzare un certo Ma). 

Il raggiungimento  delle condizioni soniche viene detto soffocamento (o chocking), in 
quanto limita la portata in volume del condotto. 
Alle pagine seguenti sono riportate le tabelle dei flussi isentropici, tratte da Shapiro Vol. 1 
(1953). 
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E’ evidente che il processo di espansione nel primo tratto del divergente d non può 
continuare in modo indefinito ed infatti nella sezione u si produce un urto che dà luogo  
ad una ricompressione localizzata del fluido. 
 
6.3.6    Le velocità di riferimento in un flusso compressibile (leggere) 
 
Dall’equazione dell’energia per un flusso adiabatico di un gas perfetto con modello QU : 
 
2 2c T up   cost                                                             (6.49) 
 
e dalla relazione dei gas perfetti (6.1 e 6.3) :  
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si ottengono i valori di ct e umax : 
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 max                      (6.75a) 

 
essendo ct  la velocità del suono al ristagno che è la massima velocità del suono 
raggiungibile: 
 
c RTt t                                                               (6.76) 
 
e u max  è la massima velocità del fluido raggiungibile per temperatura nulla: 
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Dalle (6.75a): 
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isolando la u2 ,velocità del flusso al quadrato, si ottiene: 
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per cui per T= 0 K si ottiene la umax: 
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ed anche la velocità per M=1 (condizione soniche) 
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che consente di calcolare: 
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che sostituita nella (6.77) da: 
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c u ut , .max *  costituiscono tre utili velocità di riferimento da utilizzare per flussi altamente 
compressibili. 

Da c*  ci possiamo calcolare M
u
c

*

*
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6.3.7 Velocità del suono 
 
Sia data un onda acustica che si propaga con velocità c in un fluido fermo ed una seconda 
onda che si propaga in fluido con velocità c pari alla velocità relativa dell’onda a monte, 
così l’onda appare stazionaria cioè ferma. Poiché le variazioni di P, T,  sono piccole il 
processo è isentropico. 
 
 
Onde in movimento in un fluido fermo 
 
 

 
Onde in movimento in un flusso traslatorio con velocità c 

 
Dall’equazione (6.39) per un volumetto di controllo a cavallo dell’onda si ottiene: 
 
  

    

c d c dc

c c cd dc dcd

  

   

( ) ( )
                             (6.82) 

 
ovvero (trascurando i termini di II ordine): 
 
cd dc            (6.83) 
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consideriamo ora la (6.54) 
 
P c P dP d c dc

P dP d c cdc dc
P dP c c d c dc

      

      

    

  

 

  

2 2

2 2

2 2

2
2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )                            (6.84) 

 
dccdcdP  22 

                                                         (6.85) 

sostituendo in (6.85) la (6.83) 
 
dP = -c2d + 2c2d = c2 d       da cui si ottiene 
 

Sd
dPc 












2                                           (6.86) 

 
che è la velocità del suono fino ad ora utilizzata. 
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6.4 Urto normale 
 
6.4.1 Descrizione fisica della formazione di onde d’urto e di espansione 
 
Diamo ora una spiegazione fisica del motivo per cui le onde di compressione tendono a 
coalescere dando luogo ad un urto che risulta essere piuttosto intenso, mentre le onde di 
espansione tendono ad allontanarsi e quindi a diventare sempre più deboli. 
Consideriamo un pistone che accelera in un tubo cilindrico infinitamente lungo pieno di 
gas. Consideriamo l’accelerazione come una serie di incrementi istantanei di velocità  
seguiti da intervalli (t) a velocità costante. Le onde di pressione prodotte si propagano 
con velocità (6.1) c RT  . Ma ciascuna onda avrà una sua velocità di propagazione 
data dalla sua T . In particolare le onde che si trovano più indietro viaggiano con velocità 
maggiore in quanto la loro pressione e quindi la loro temperatura è maggiore. Il risultato 
di questo processo è che il profilo diventa sempre più ripido dando luogo ad un gradiente 
infinito corrispondente ad un urto di compressione debole. Analogo ragionamento 
applicato ad un pistone che si muove verso sinistra dando luogo ad onde di espansione 
porta alla conclusione che queste diventeranno sempre meno ripide e quindi in genere 
incapaci formare una discontinuità. 
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6.4.2 Equazioni dell’urto normale con modello unidimensionale  
 
 
Per la costruzione del modello matematico dell’urto non possiamo ovviamente far uso 
delle isoentropiche in quanto i processi dissipativi, ai quali sono associati rilevanti 
variazioni di entropia, assumono nell’urto enorme importanza ( il numero di Mach a 
monte dell’urto sono sempre maggiori di 1 ed   Ec Ma 2 (eq. 3.111) . 
Con riferimento alle caratteristiche geometriche e le didascalie nello schema seguente di 
un circuito gasdinamico (supersonico) determiniamo le equazioni che governano il flusso 
in presenza di urto sotto l’ipotesi di unidimensionalità (U).   Tale ipotesi è accettabile in 
quanto, essendo l’urto di spessore infinitesimo (discontinuità).  
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Dalle (6.39) si ha: 
 
  (A1 =A2)      1 1 2 2

 u u                 (6.87) 
 
che non è valida invece nel caso di quasi-unidimensionalità. 
Dalla Q.M.(6.54) unidimensionale + l’eq. di stato dei gas perfetti (6.12): 
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             Dalla quale si ricava il rapporto tra le pressioni a monte e valle dell’urto : 
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                                                   (6.89) 

 
Dalla conservazione della massa e dall’eq. di stato : 
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cioè :   
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                                      (6.90) 

 
ricordando la (6.63)  : 

M <1 M >1 M <1 

1M
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T
T

H M M1

2
1 2 ,   è valida anche in presenza di urti e combinando le (6.63),(6.89),(6.90) 

si ottiene : 
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H M M
M
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,                                                                                (6.91) 

dalla quale può essere ricavato M 2  a valle dell’urto in funzione di M1  a monte: 
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                                  (6.92) 

 
Sostituendo la (6.92) nella (6.63) si ottiene : 
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                (6.93) 

 
e dalla (6.90) 
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                                    (6.94) 

 
combinando l’equazione di stato (6.12) con la relazione che abbiamo appena ricavato 
(6.93 e 6.94) otteniamo il salto di densità nell’urto : 
 

 
 









2

1

1
2

1
2

1
2 1




 

M
M

                                   (6.95) 

 
naturalmente la pressione totale a valle dell’urto è minore che a monte a causa della 
perdita viscosa nell’urto (l’urto è un processo irreversibile); essa è calcolabile con la 
funzione(6.69) con M a M 2  a valle, ipotizzando che il gas si ricomprima 
isoentropicamente fino alle condizioni di ristagno sia a monte (P1) che a valle (P2) 
dell’urto: 
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quindi : 
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                (6.97) 

 
Le relazioni da (6.92) a (6.97)  sono le cosiddette equazioni di salto per l’urto normale. Si 
vede che la (6.97) parte da 1 per M1=1 con tangente orizzontale e tende a zero per M1 
come:                                                
   
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
6.4.3 Relazioni di Rankine-Hugoniot 
 
Dalle relazioni di salto possono essere desunte delle relazioni fra rapporti di pressione, 
densità e temperature eliminando M1. Queste  relazioni sono dette di Rankine-Hugoniot. 
La figura seguente riporta il rapporto delle pressioni totali in funzioni di Ma (per 1< Ma< 
3.4). Tali quantità sono calcolate per   14. . 
 
Dalle relazioni (6.93) e (6.94) eliminando M1 si ottiene: 
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ed analogamente dalle (6.94) e (6.95) si ottiene: 
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6.4.4  Cenni sullo spessore dell’urto 
 
 
Mediante considerazioni di analisi dimensionale si può dimostrare che : 
 

Re * *
*urto

u
 
 


1          (6.102) 

 
essendo   lo spessore dell’urto ed inoltre : 
 


l urto* Re
5
8

          (6.103) 

 
essendo l*  il libero cammino medio nelle condizioni soniche. Quindi lo spessore dell’urto 
è dell’ordine del libero cammino medio delle molecole. 
 
 
 
6.4.5 Variazioni dell’entropia nell’urto 
 
 
Come detto  attraverso l’urto c’è una degradazione di energia meccanica in energia 
termica che darà luogo ad un aumento di entropia. Bisogna notare che umax assume lo 
stesso valore a monte ed a valle dell’urto ed analogamente le Ct ( velocità del suono al 
ristagno). 
Consideriamo uno schema di un generatore di onde d’urto, cioè un serbatoio a monte in 
pressione Pt1 e uno a valle con pressione Pt2 ( Pt1  Pt2 ) collegati da un opportuno 
generatore di flusso supersonico: 
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Per quanto detto avremo : 
 
C C Ct t t1 2   
 
T T Tt t t1 2   
 
abbiamo visto (Cap. 1.3.3) che: 
 

































γ

2

1

1

2
v12 ρ

ρ
P
PlnCSS        (6.104) 

 
sostituendo si ottiene la fondamentale espressione dell’aumento di entropia in funzione di 
M1: 

 
   

S S
C

f M
M

M
v

2 1
1

1
2 1

22
1

1
1

2
1

1
1


 






















































ln ln                (6.105)  

 
il cui andamento è rappresentato come segue: 
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In M11 c’è un flesso a tangente orizzontale che corrisponde agli urti  detti deboli. Questi 
sono piuttosto importanti perché danno luogo ad una ricompressione senza rilevante 
aumento di entropia (e quindi senza generare vorticità per urti curvi - vedasi teorema di 
Crocco (3.77)). La parte di curva negativa per M<1 indica che siamo in presenza di un 
fenomeno impossibile. Per interpretarlo esprimiamo S S2 1  nel modo 
seguente.Considerando che a valle ed a monte dell’urto il flusso sarà isoentropico, si può 
arrivare con un modello isentropico fino al ristagno nei due serbatoi e quindi dalle (6.104) 
si ha: 
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        (6.106) 

 
che con l’equazione di stato diventa: 
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ln ln
  

    (6.107) 
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per M>1, S S2 1 0    P Pt t1 2  
la differenza di pressione totale è l’energia meccanica persa nell’urto. 
Si può vedere come la condizione : P P1 2 , M1 1 , M2 1 , cioè il passaggio da 
subsonico a supersonico attraverso un salto di espansione, sia impossibile in quanto dalla 
figura precedente S S2 1 0   e conseguentemente P Pt t1 2  cioè raccoglieremmo nel 
serbatoio di valle il fluido alla stessa Tt  ma a pressione Pt  maggiore senza compiere 
lavoro ! ! ! 
 
 
6.4.6 Effetto della temperatura sul rapporto   
 
Nel caso dell’aria l’ipotesi di   14.  è valida fino ad una temperatura T Kt  550 . Oltre 
tale valore  viene attivato anche un grado di libertà vibrazionale (oltre il traslazionale ed il 
rotazionale) ed il   si riduce secondo la seguente formula empirica: 
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con   3055  K  e  P =cp/cv=1.4, che è valida fino a T=3055 K. 
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6.5 Circuiti gasdinamici con diverse gole (leggere) 
 
La prima gola che raggiunge le condizioni soniche è la gola di minore sezione. Vediamo 
ora quali sono le condizioni affinchè la gola successiva vada in chocking e quindi tra le 
due gole sia presente un flusso supersonico. 
L’area della seconda gola è determinata dalla condizione di choking (soffocamento) 
dell’impianto (ad esempio una galleria supersonica) nelle condizioni di avviamento. 
 
 

 
 
La situazione più gravosa si ha quando l’urto ha la massima intensità, il che avviene 
quando l’urto è situato in camera di prova (Ap).  In tal caso con riferimento allo schema si 
ha : 
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La condizione limite si ottiene per: M Mg g2 2 1 *  
cioè: 
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        (6.109) 

 
dove M p2  può essere espressa in funzione di M p1  mediante le (6.92) e per =1.4 si ha: 
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Tramite la (6.110) si dimensiona la seconda gola, la quale è al minimo uguale  a   0,6  Ap  
e quindi estremamente grande. 
 
 
 
 

 

1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0 3.4 
0 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

Mach 

A2
*/Ap 



 381 

80° 40° 
 = 20° 

Urto forte 

Urto debole 

6.6 Onda d’urto obliqua ed onde di espansione (leggere) 
 
Consideriamo le situazioni geometriche riportate nelle figure seguenti, che può 
rappresentare una delle condizioni di flusso supersonico intorno ad un corpo aguzzo 
riportate al cap. 3.8, in cui si forma un urto attaccato. 
Intorno ad una singolarità geometrica si possono formare onde di espansione (a forma di 
ventaglio) o onde d’urto oblique. 
Per le onde d’urto, note T1, u1 (M1), p1, 1, , possiamo calcolare T2, u2, p2, , 2 e 
soprattutto le : 
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urto forte  elevato salto di pressione totale e statica  dissipazioni  M2 < 1 
 
urto debole  modesto salto di pressione totale e statica  isentropico  M2 > 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 = angolo della superficie, ossia di deviazione del flusso 
 
 
6.6.1 Onda d’urto obliqua 
 
Riferiamoci per ora al caso di un angolo concavo (>0). Questo caso è estremamente 
interessante in quanto nello spigolo concavo si genera un urto attaccato che parte dallo 
spigolo vivo e si propaga in forma piana verso il flusso, questo si chiama urto obliquo.  
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Per studiare questo fenomeno si utilizzano ancora le equazioni della fluidodinamica cap. 3 
in forma integrale nelle condizioni asintotiche viste al cap. 6.1 ( equazioni di Eulero 2D) 
cioè: 
 

 St;Fr;Re  

e flusso 2D (piano):   


 x
u

3
30 0 ;  

Con queste ipotesi si ottiene, essendo V0 il volume di controllo ed S0 la sua frontiera: 
 
 C.M.   
 
Dalla (3.7) si ha: 
 

 

0S

0dSnuρ
Dt

DM                                                            (6.111) 

 
 C.Q.M. 
 
Considerando le (3.8 b) e le (3.15) e ricordando che  

 St;Fr;Re  
si ottiene l’equazione di Eulero in forma integrale 
 

 
   u u n Pn dS

S

( )  
0

0                                           (6.112) 

 
 B.E.T. (Conservazione dell’Energia Totale) 
 
Dalla equazione integrale (3.29)  per 0q'eSt;Fr;Re   
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0)(
S

dSnuPe 
                                                  (6.113) 

essendo e l’energia totale termocinetica e U
u

 

2

2
. 

 
 E.S. 
 
P RT              (6.12) 
Con riferimento alla figura sono presenti 5 incognite: u2 , 2, P2, T2, . Abbiamo a 
disposizione 5 equazioni: C.M.; C.Q.M.1; C.Q.M.2; E.S.; B.E.T.. Vediamo come queste 
equazioni si semplificano in questo caso. 
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- Dalla (6.111) scritta sul volume di controllo ( A A’ C’ C  ) si ha: 
 
  u u n un1 1 1       e     u u n un2 2 2     
 
ed essendo le facce AB//u A B'//u BC//u B'C'//u   

1 1 2 1, ' , ,    : 
                                                                             

   1 1 2 2 0  u AA u CCn n' '  
 
ma AA’ e CC’ sono uguali e quindi: 

  1 1 2 2u un n            



1

2

2

1


u
u

n

n
                                 (6.114) 

 
- Dalla equazione della quantità di moto (6.112)  scritta sul volume di controllo ( A A’ 

C’ C  ) si ha: 
 
 
 
 
Il secondo e sesto (terzo e quinto) termine si annullano. 
La stessa proiettata su  n  ed   (Eulero in forma integrale) dà le due equazioni scalari : 
 
Direzione normale, n : 
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dalla quale si ricava : 
 
P u P un n1 1 1

2
2 2 2

2                                                           (6.116) 
 
Direzione tangenziale,   : 
 
    1 1 1 2 2 2 0u u AA u u CCn n' '                               (6.117) 
 
da cui si ottiene, tenendo conto delle (6.114) ed essendo AA’=CC’: 
 

      2 2 2 1 0u u un τ1τ2 uu        (6.118) 
 
cioè la componente tangenziale della velocità non si  modifica attraverso l’urto. 
 

 
Ma a monte dell’urto  (campo 1) 
 
u un1 1 sen                                          (6.119) 
u u 1 1 cos                                      (6.120) 
 
mentre a valle   (campo 2) 
 
u u u u   2 2 1 1   cos( ) cos                   (6.121) 
u u sinn2 2 ( )                                             (6.122) 
 
dalla (6.121) 
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e dalla (6.122) con le (6.123) e (6.119) 
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u u tg u tgn n2 1 1   cos ( ) ( ) ( )     cotg                    (6.124) 
 
combinando la (6.114)  
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e la (6.124), si ottiene: 
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                             (6.125) 

 
- Dall’equazione dell’energia  (6.113), poiché il flusso è tangente alle facce AB, A’B’, BC, 
B’C’   

 u n 0 su queste facce (non c’è flusso di energia attraverso queste superfici): 
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e ricordando le (6.114) e dividendo per 2 2un : 
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ovvero: 
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essendo h l’entalpia. Ricordando la relazione c
dh
dTp
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che è uguale alla (6.48) per (QU). Si ha quindi: 
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ma 
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e quindi: 
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Questa relazione è analoga alla (6.48) ma compare il termine un1 e un2, cioè conta il M 
relativo alla componente della velocità normale all’urto. 
Pertanto tutto è analogo a quanto visto ai Cap. 6.3.4 e 6.4 relativi all’urto normale ma in 
termini di Mn1 e Mn2: 
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Valgono in particolare le relazioni (6.92-6.101). 
Inoltre dalle (6.125) e (6.95) si può calcolare la , cioè la deviazione dell’urto dalla 
parete: 
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con passaggi trigonometrici si può ottenere una forma esplicita: 
 

  2cos2M
1senM

2cotg tg 2
1

22
1









  

 
 
 

  2cos2M
1M

2cotg tg 2
1

2
n1







       (6.137) 

 
 

 
 

 M f Mn n2 1



 388 

 
 
 
 
 



 389 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 390 

6.6.2 Onde di espansione di Prandtl-Meyer 
 
Nel capitolo precedente si è visto che, quando una corrente supersonica che fluisce su una 
parete devia per la presenza di un angolo concavo della superficie, tale deviazione è resa 
possibile da un’onda d’urto obliqua. Analizzeremo ora il comportamento di una corrente 
supersonica nel caso in cui l’angolo formato dalla parete è convesso (discontinuità geometrica 
con punto angoloso con <0) anziché concavo.  
Se si considera una parete concava (>0) con una curvatura che dà luogo ad una deviazione 
finita  come quella indicata nella seguente figura, la curvatura continua può essere 
approssimata da un numero n molto grande di piccoli tratti rettilinei ciascuno inclinato 
rispetto al precedente di un piccolo angolo  (=n), per cui l’effetto della corrente è 
quello che, da ciascun punto angoloso, partirà un’onda di Mach di compressione. E’ facile 
convincersi che, in questo caso le onde di Mach di compressione tendono a coalescere sia 
perché la parete ruota verso il fluido, sia perché l’angolo  che esse formano localmente con 
la parete stessa tende ad aumentare a causa della progressiva diminuzione del numero di 
Mach della corrente. Si ricordi, infatti, che una compressione dà luogo ad una decelerazione, e 
quindi ad una diminuzione del numero di Mach della corrente, e che, dopo ogni rotazione 
della corrente susseguente ad un’onda, l’angolo  è misurato rispetto ad una nuova direzione 
della velocità della corrente stessa corrispondente al numero di Mach a valle dell’onda. In 
effetti ad ogni rotazione infinitesima d della parete corrisponde un’onda di Mach e poiché 
sono necessarie infinite rotazioni infinitesime per dare luogo ad una deviazione finita , le 
onde di Mach che si generano sono anch’esse infinite. 
Ad una certa distanza dalla parete, così come rappresentato in modo schematico nella 
seguente figura, la coalescenza delle onde di Mach dà luogo ad un’onda d’urto.  
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Per il caso esposto nella precedente figura, è importante notare che il fluido, che attraversa le 
(infinite) onde di Mach (ciascuna delle quali devia la corrente di un angolo infinitesimo d), è 
soggetto ad una trasformazione isentropica (perché ciascuna onda di Mach è isentropica) 
mentre ciò non è vero per il fluido che attraversa l’onda d’urto nella quale vi è produzione di 
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entropia. La superficie di contatto (meglio, zona di contatto) tratteggiata in figura, indica la 
superficie di separazione tra i due flussi. 
Se ora, invece si considera una parete convessa (<0) avente una curvatura continua, la 
rappresentazione approssimata delle onde di Mach diventa quella illustrata nella figura 
seguente. Le onde di Mach sono onde di espansione poiché i piccoli angoli  sono negativi e 
quindi la corrente tende ad accelerare. In questo caso si forma quindi un ventaglio di 
espansione, il gas accelera e si espande in modo isentropico come avviene in un ugello 
supersonico. L’onda di Mach è isentropica e, quindi, reversibile: può produrre al più 
variazioni infinitesime dello stato termofluidodinamico. Si può dimostrare che non sono 
possibili discontinuità di espansione (ved. 6.4.1 e 6.4.5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Di nuovo, è facile convincersi che, in questo caso, le onde di Mach di espansione sono 
divergenti tra loro sia perché la parete ruota allontanandosi dal fluido, sia perché l’angolo 
 che esse formano localmente con la parete stessa tende a diminuire a causa del 
progressivo aumento di Mach conseguente all’espansione. L’insieme delle onde di 
espansione, che per una deviazione finita si chiama ventaglio di espansione. La relativa 
evoluzione del fluido, che è isentropica perché ciascuna onda di Mach è isentropica, viene 
denominata espansione alla Prandtl e Meyer. 
Nel caso della precedente figura in cui la parete è convessa per la presenza di un solo 
punto angoloso, tutte le onde di espansione hanno origine in detto punto angoloso. Inoltre, 
nel caso in cui sia M1=1, la prima onda di Mach che incontra la corrente deve 
necessariamente essere ortogonale alla corrente stessa, ciò perché il numero di Mach 
normale a questa onda deve essere unitario. 
Facciamo ora le seguenti considerazioni : 
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La deviazione ed accelerazione della corrente per  < 0 avviene in modo continuo ed 
isentropico. 
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Dalla figura precedente si può notare che: 
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Poiché il processo di deviazione e accelerazione è continuo bisogna creare un’equazione 
differenziale che leghi dS e du. 
Dal teorema dei seni applicato al triangolo ABC si ha: 
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come detto precedentemente 
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e quindi  
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che è l’equazione differenziale cercata. 

Ricordandosi che  
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ed andando a sostituirla nell’equazione precedente, ottengo 
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sostituendo questa ed effettuando alcune banali semplificazioni, si ottiene che 
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Poiché, come detto,  
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Andando ad integrare nell’intervallo compreso tra 0 e , si ha che 
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nella quale )(M funzione di Prandtl-Meyer. 
 
Esempio dalla tabella: 
 

)()( 1MM     noto M1 e       calcolo M2    calcolo T2   P2, 2, u2 

oppure 
noto M1  e  M2     calcolo   calcolo T2   P2, 2, u2 
 
Per  M1=2      1 =26.3  1 =30° 
 
 M2=3.5     2=58.5  2=16.6° 
 
= 58.5° -26.3° = 22.2° 
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Concludendo, si comprende ormai che per angoli d positivi (parete concava) la corrente 
subisce una diminuzione (infinitesima) della sua velocità (du<0) e quindi del suo numero di 
Mach. Viceversa, per angoli d negativi (parete convessa), la corrente supersonica accelera 
(du>0) ed il suo numero di Mach aumenta. Nel primo caso (decelerazione) la corrente è 
soggetta ad una compressione (infinitesima), mentre nel secondo caso (accelerazione) ad 
un’espansione. 
Un’onda di Mach di espansione (du>0) dà luogo ad un d negativo per cui la corrente tende 
(sia pure con una rotazione infinitesima) ad allontanarsi dall’onda. Viceversa, per un’onda di 
Mach di compressione (du<0), il d è positivo e la corrente tende ad adagiarsi sull’onda così 
come avviene nel caso più generale di un’onda d’urto obliqua. 
 
 
Osservazioni: 
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  è detta equazione differenziale del moto alla 

Prandtl e Meyer 
 
nella quale ovviamente per la stabilità termodinamica si ha che >1. 
L’integrale della precedente equazione conduce a:  
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in cui la costante di integrazione (c) può essere determinata assegnando un valore di  per un 
determinato valore di M. 
Occorre ora osservare che le onde di Mach sono presenti in una corrente solo in condizioni 
non subsoniche e cioè per M  1 perché per valori di M < 1, non dà luogo a soluzioni nel 
campo dei numeri reali.  
Risulta allora conveniente porre =0 per M=1 da cui si ottiene c=0. Con tale posizione, 
l’espansione in serie arrestata al secondo termine per M21 conduce a valori negativi di .  
 
Per M2 si ottiene: 
 

  01
2lim  k

  

 
(per =1.4 si ha o45.130lim  ) 
 
Poiché le situazioni d’interesse sono quelle con valori negativi di , è conveniente porre 

   trattando, quindi, solo valori positivi di : 
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L’angolo  è chiamato angolo di Prandtl e Meyer ed è diagrammato nella seguente figura per 
tre diversi valori di  e quindi di k. 
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Per come è stato ricavato (ponendo =0 per M=1), l’angolo di Prandtl e Meyer ha il seguente 
significato fisico rappresentato nella seguente figura: 

 

 
 

Si supponga di avere una corrente sonica (M=1) che fluisca parallelamente ad una parete AB. 
L’angolo , dato dall’equazione precedente, è quello di cui bisogna ruotare la parete 
(formando una convessità) affinché la corrente passi dal numero di Mach sonico che aveva 
sulla parete AB al numero di Mach supersonico M>1 sulla parete BC. La prima onda di Mach 
BD del ventaglio di espansione è ortogonale alla corrente (sonica); l’ultima onda di Mach BE 

è inclinata rispetto alla direzione locale della corrente dell’angolo 









M
1arcsin . 

La condizione innanzi posta limlim    deriva dal fatto che per lim   si ha M e di 
conseguenza p0; la corrente non può, quindi espandere ulteriormente al di là di lim .  
Se comunque la geometria della discontinuità è tale che, come rappresentato dalla seguente 
figura, l’angolo di convessità della parete è maggiore di lim , la corrente si separa dalla parete 
a valle dello spigolo e l’ultima onda di Mach ha la stessa direzione della corrente poiché per 
M si ha 1sin M  e quindi 0. 
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Il metodo urto-espansione: applicazione ad un profilo supersonico 
 
Una interessante applicazione delle teorie dell’onda d’urto obliqua e dell’espansione di 
Prandtl e Meyer è quella relativa alla determinazione della portanza e della resistenza di 
profili alari bidimensionali supersonici con il metodo cosiddetto urto-espansione. Questo 
metodo consente di calcolare queste due quantità ma non permette di valutare la resistenza 
viscosa del profilo. Va comunque osservato che la conoscenza della distribuzione di pressione 
sul profilo, cui il metodo conduce, è il primo passo per la determinazione della resistenza 
viscosa. 
Si consideri il profilo alare bidimensionale rappresentato nella seguente figura. 
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Il punto A del profilo è chiamato bordo d’attacco mentre il punto B bordo di uscita. Il 
segmento AB rappresenta la corda c del profilo e l’angolo , che esso forma con la corrente 
indisturbata avente velocità u, si chiama angolo di attacco del profilo rispetto alla corrente, 
che, nel caso rappresentato in figura, risulta positivo per convenzione. La superficie superiore 
del profilo da A a B si chiama dorso, mentre quella inferiore ventre del profilo. 
E’ anche convenzione scomporre la forza F  (Resultant aerodynamic force) che la corrente 
esercita sul profilo nelle sue due componenti D


 (Drag), la resistenza nella direzione di u, e 

L


 (Lift), la portanza in direzione normale a u.  
 

DLF   
 
Portanza e resistenza sono considerate positive quando hanno il verso indicato nella figura. La 
resistenza è di per sé sempre positiva, mentre la portanza può risultare anche negativa cioè 
diretta verso il basso (profilo deportante). 
E’ inoltre convenzione porre portanza e resistenza nella seguente forma: 
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in cui l’area in pianta d’ala è rappresentato dal prodotto c 1 (cioè essa è riferita ad una 
superficie avente apertura alare del profilo uguale all’unità nella direzione normale al foglio) e 
le quantità CL e CD sono rispettivamente dette coefficienti di portanza e coefficiente di 
resistenza del profilo. 
Poiché nel caso di gas perfetto ( RTP  ) è possibile scrivere 
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le definizioni dei coefficienti di portanza e di resistenza risultano essere rispettivamente: 
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Il motivo per cui si introducono i coefficienti di portanza e di resistenza risiede 
fondamentalmente nella necessità di poter confrontare le prestazioni di profili alari aventi 
dimensioni e quota di volo (pressione ambiente) diverse tra loro. Infatti, profili aventi 
geometrie simili, ancorché di dimensioni diverse, ad uguale angolo di attacco e allo stesso 
numero di Mach, trascurando gli effetti viscosi, hanno gli stessi CL e CD ma, evidentemente, 
diversa portanza e resistenza. I coefficienti, difatti, non dipendono dalla corda né tanto meno 
dalla quota di volo, bensì, fissato l’angolo di incidenza , solo dai numeri di Mach e 
Reynolds. 
Si consideri ora come profilo alare una lastra piana, di spessore infinitamente sottile, posta ad 
un angolo di attacco positivo  rispetto ad una corrente supersonica avente numero di Mach 
pari a M. 
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Poiché sul bordo di attacco A del profilo la corrente supersonica trova una convessità nella 
parte superiore ed una concavità in quella inferiore, è chiaro che dal bordo d’attacco 
partiranno una espansione di Prandtl e Meyer verso l’alto ed un’onda d’urto obliqua debole 
verso il basso. Il risultato di tutto ciò sarà una diminuzione della pressione sul dorso del 
profilo (regione 2) ed un aumento della stessa sul ventre (regione 3); quindi il profilo avrà una 
portanza positiva oltre che una resistenza anch’essa ovviamente positiva. 
Le due correnti supersoniche nelle regioni 2 e 3 avranno, pertanto, la stessa direzione ma due 
diverse pressioni (p3 > p2). Risulta quindi necessario che dal bordo di uscita B del profilo 
partano un’onda d’urto verso l’alto (che faccia aumentare la pressione) ed un ventaglio di 
espansione verso il basso (che la faccia diminuire), in modo che le due correnti che 
abbandonano il profilo, ancorché con velocità tra loro diverse in modulo ma uguali in 
direzione, raggiungono la stessa pressione (p4 = p5). 
In questo semplice caso, la portanza e la resistenza per unità di apertura alare saranno date da: 

cppF )( 23   
cosc)pp(L 23   
sinc)pp(D 23   

 
in cui le quantità  cosc   e  sinc  rappresentano le due proiezioni della superficie alare in 
direzione normale alla portanza e normale alla resistenza rispettivamente. 
Sostituendo le espressioni appena trovate nelle precedenti equazioni si ottengono i coefficienti 
di portanza e resistenza del profilo: 

 

 

5 

p4=p5 

4 



 402 

 




cos
p
p

p
p

M
2

cMp
P2C 23

22L 











 

 




tanCsin
p
p

p
p

M
2

cMp
R2C P

23
22D 














 

 
che ovviamente si annullano entrambi per =0 in quanto in questo caso p2 = p3 = p. 

In generale le quantità 
p

p2  e 
p

p3 dipenderanno, invece, da , M ed . 

Come detto in precedenza e come si può notare dalle precedenti espressioni di CL e CD 
risultano indipendenti dalla corda c e dalla pressione ambiente. 
 
 
Qui di seguito si considera il caso di un profilo alare a sezione quadrilatera (vedi figura 
seguente) del quale si suppongono note le caratteristiche geometriche c, 1, 2, 3, e 4, 
posto in una corrente supersonica (caratterizzata da  e M ) ad un angolo d’attacco . Gli 
angoli  i sono considerati positivi nei versi mostrati in figura. 
L’onda d’urto in basso a destra potrebbe essere, in alcuni casi sostituita da un ventaglio di 
espansione. 
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Il teorema dei seni, applicato ai due triangoli in cui è possibile scomporre il quadrilatero diviso 
dalla corda, conduce a: 
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La configurazione fluidodinamica per <1 è quella rappresentata nella figura precedente in 
cui le onde d’urto oblique che partono dal bordo di attacco A del profilo sono dovute alla 
deviazione della corrente verso l’alto della quantità (1-) ed a quella verso il basso di (3+). 
I due ventagli di espansione che partono dai punti C e D sono dovuti alle due convessità qui 
presenti. 
La portanza P e la resistenza R delle superfici 1, 2, 3 e 4 sono date da: 
 

)cos(lpL 1111    )sin(lpD 1111    
 

)cos(lpL 2222    )sin(lpD 2222    
 

)cos(lpL 3333    )sin(lpD 3333    
 

)cos(lpL 4444    )sin(lpD 4444    
 

in cui p1, p2, p3 e p4 sono le pressioni sulle superfici di lati l1, l2, l3 ed l4 rispettivamente. 
Sostituendo le relazioni precedenti nelle espressioni delle definizioni dei coefficienti CL e 
CD si trovano quattro regioni (i=1,2,3,4) in cui 

)M,,(CC iLL    
)M,,(CC iDD    

che, come si può notare ancora una volta, non dipendono né dalla corda c né da p. 
Nel caso in cui >1, l’onda d’urto obliqua che parte dal bordo di attacco A del profilo 
verso l’alto deve essere sostituita da un ventaglio di espansione perchè la concavità che la 
corrente qui incontra per <1 viene rimpiazzata da una convessità. 
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6.7 Flussi non isentropici di un gas ideale (leggere) 
 
Per studiare dei casi più vicini alla realtà, consideriamo il flusso non isentropico di un gas 
ideale in un condotto. La non isentropicità può essere dovuta agli effetti dell’attrito o a 
scambi di calore (non adiabaticità). Per semplicità studieremo i due effetti separatamente e 
considereremo sempre dei condotti a sezione costante. I casi che consideriamo sono 
classificati come: 
Flussi di Fanno: flusso di un gas ideale in un condotto a sezione costante, adiabatico, con 
attrito. 
Flussi di Rayleigh: flusso di un gas ideale in un condotto a sezione costante, non 
adiabatico, senza attrito (ma con scambio di calore). 
 
 
6.7.1 Flussi di Fanno 

 
Come detto, consideriamo un condotto a sezione costante adiabatico in cui le forze di 
attrito non sono trascurabili. L’effetto delle forze di attrito ovviamente influenza la legge 
di conservazione della quantità di moto. Si introducono due diversi approcci di studio: 
1) globale, per il calcolo dell’entropia nota la temperatura 
2) locale in forma differenziale, che relaziona l’aumento di entropia e la variazioni delle 

altre quantità con il coefficiente di attrito. Con questo approccio è anche possibile 
determinare le variazioni delle quantità termodinamiche di interesse lungo il condotto. 

 
 
 
6.7.1.1 Approccio globale 

 
L’equazione di conservazione dell’energia per modelli quasi unidimensionali, per gli urti 
e quindi anche per modelli unidimensionali (eq. 6.49) in un volume di controllo generico 
darà: 
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che indica che la temperatura totale resta costante. Usando l’equazione di stato, la 
relazione precedente diventa: 
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      (6.137) 

 
tenendo conto che la continuità ci dà u1=cost. 
Consideriamo l’equazione della variazione di entropia riferita alla sezione A1: 
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Combinando la (6.137) con (6.138), eliminando la pressione e tenendo conto che 
u=cost., si ottiene una relazione funzionale del tipo: 
 
F S T( , )  0            
 
che nel piano T,S rappresenta una curva detta linea di Fanno: 
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Una volta fissato il tipo di fluido (R, cp, ), i valori di Tt e u  e le condizioni iniziali (T1, 
P1, S1), la curva che si ottiene è unica . Si può dimostrare che nel punto A il numero di 
Mach è unitario e quindi tutte le grandezze sono critiche (T*). Inoltre, nel caso di flusso 
reale (con attrito), l’evoluzione può andare solo verso S crescente (non ci sono scambi di 
calore). Di conseguenza, il ramo superiore della curva che dà una diminuzione della 
temperatura fino al valore critico e quindi (dalla 6.49) un aumento di velocità, deve 
corrispondere al flusso subsonico (Ma <1). Al contrario il ramo inferiore (che dà un 
aumento di temperatura) corrisponde al flusso supersonico (Ma >1). Di conseguenza, 
poiché si deve avere sempre S >0 (ricordiamo la (3.59), l’attrito tenderà a far accelerare 
un flusso subsonico e a far decelerare un flusso supersonico.  
 
6.7.1.2 Approccio locale 
 
Vediamo ora come si può studiare il problema in maggiore dettaglio mediante uno studio 
locale lungo il condotto delle quantità fluidodinamiche di interesse in funzione del 
coefficiente di attrito (frizione, ved. Cap. 1.5) : 

C
u

w






 1
2

2 
          (6.139) 

e del numero di Ma locale. 
 
Consideriamo un volume di controllo semi-infinitesimo (l’area A resta finita, mentre la 
superficie laterale dAw è infinitesima) 

Le equazioni da utilizzare sono quelle per il modello unidimensionale (U) viste al Cap. 
6.3.2, in quanto il condotto è a sezione costante (eq. 6.49, 6.50 e 6.54) con l’equazione di 
stato (6.12) e la definizione del numero di Mach e di velocità del suono (eq. 6.1 e 6.2). Si 
ottiene un sistema di 6 equazioni differenziali in 7 incognite in modo da poter esprimere 
la variazione delle quantità termodinamiche in funzione dell’ascissa nel condotto, essendo 
noto il C(x).  
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A) Equazione di stato dei gas (6.12) in forma differenziale come descritto al cap. (6.3.3): 
 

dP
P

d dT
T

 



         (6.140) 

 
B) Definizione del numero di Mach (eq. 6.2) e di velocità del suono (eq. 6.1): 

differenziando la 

Ma
u
RT

2
2




 

si ottiene: 
 

T
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        (6.141) 

 
C) Equazione dell’energia (6.49) per il caso di flusso stazionario 
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da cui dividendo per  cpT e tenendo conto che c
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 (eq. 6.3) si ottiene: 
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D) Equazione di conservazione della massa (6.50) in forma differenziale 
 

d du
u




  0     ovvero 

 
d du
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2          (6.143) 

 
E) Equazione di conservazione della quantità di moto (6.54) nel volume di controllo 

infinitesimo (tenendo conto della conservazione della massa): 
 
AP A dP AP

A dP
w w

w w
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   (6.144) 
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essendo w gli sforzi di taglio alla parete e dAw la parete dove essi agiscono (superficie 
laterale del volumetto di controllo). Ricordando la definizione del coefficiente di attrito 
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u

w






 1
2

2 
          (6.139) 

 
ed introducendo il diametro idraulico (4 volte l’area diviso il perimetro bagnato): 
 

D
A

P
A

dA
dx

A
dA

dxi
b w w

  
4 4

4        (6.145) 

 
Dividiamo la (6.144) per A ed introduciamo le (6.139) ed (6.145): 
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da cui tenendo conto che (eq. 6.1, 6.2, 6.12)      u P Ma2 2   si ottiene: 
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0      (6.146) 

 
F) Teniamo conto che nel volumetto la trasformazione può approssimativamente essere 

considerata un’isentropica. Per cui dal modello unidimensionale, differenziando 
l’equazione (6.69) si ottiene: 
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      (6.147) 

 
 
Abbiamo quindi ottenuto 6 equazioni che legano tra loro i  7 gruppi: 
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Poiché il fenomeno fisico che causa le variazioni delle grandezze termodinamiche è l’attrito, è 
logico scegliere C come parametro indipendente. Combinando le equazioni (6.140), (6.141), 
(6.142), (6.143), (6.146), (6.147) si può ottenere il seguente sistema: 
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        (6.148) 

 
Dove le Fi rappresentano delle funzioni dipendenti solo dal Ma e le equazioni danno 
l’evoluzione in x (spaziale) delle quantità termodinamiche. 
Tenendo conto del II° principio della termodinamica, si può ricavare anche l’andamento locale 
dell’entropia. Si ottiene dalle (6.107) in forma differenziale: 
 

t

t

P
dP

R
dS

            

 
da cui 
 

 dS F Ma C
dx
Di

 7 4              (6.149) 

 
Da questa relazione si vede che, essendo dS > 0 e poiché risulta (non si presenta la 
dimostrazione)  F7(Ma) > 0, si deve avere che C >0 cioè il coefficiente di attrito è sempre 
positivo. 

 

Dalle relazioni (6.148) e (6.149) si può ottenere quantitativamente, tra l’altro, il risultato già 
visto in precedenza, e cioè che: 
- l’attrito accelera (decelera) un flusso subsonico (supersonico) 
- l’attrito fa sempre diminuire Pt (sia per un flusso subsonico che supersonico) 
- l’attrito fa aumentare P per un flusso supersonico 
 
 
Come abbiamo già visto, poiché l’attrito fa accelerare un flusso subsonico e decelerare un 
flusso supersonico, per qualsiasi condizione il Ma tenderà ad 1. Di conseguenza non possono 
esistere transizioni da Ma <1 a Ma >1. L’effetto contrario si può avere solo in presenza di urti. 
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Assegnate le condizioni in ingresso, esisterà una lunghezza massima del condotto Lmax 
che, in assenza di discontinuità (urti), rappresenta la lunghezza del condotto necessaria 
perché il flusso (sia esso subsonico o supersonico) raggiunga le condizioni di 
soffocamento (Ma = 1) senza che vengano alterate le condizioni in ingresso. Le equazioni 
differenziali del sistema (6.148) e (6.149) possono essere integrate per ottenere delle 
formule applicabili in pratica.  
Si può integrare immediatamente la 6.148(5) per separazione di variabili per calcolare il 
Ma(x) noto il C(x).  
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      (6.150) 

 
come si vede l’integrale è esteso da 0 a Lmax per l’integrale in dx a cui, in termini di Ma, 
corrispondono rispettivamente il valore di ingresso ed il valore 1. 
Possiamo introdurre un coefficiente di attrito medio che è dato da: 
 


max

0max

 1 L

dxC
L

C          (6.151) 

 
per cui la (6.150) diventa: 
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    Urto
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max
          (6.152) 

 
dove G rappresenta il risultato dell’integrale a secondo membro della (6.150). Questa 
relazione, per l’aria, è tabulata nelle tabelle di seguito riportate e tratte da Shapiro Vol. 1 
(1953) (Tabelle 6.4, in cui C  è indicato come f ). 
La relazione (6.152) è di notevole interesse pratico perché permette, ad esempio, di 
determinare quale deve essere la lunghezza L di un condotto adiabatico ma con attrito, in 
cui il flusso passi da un valore Ma1 ad un valore Ma2 , semplicemente utilizzando la 
seguente relazione: 
 

4 4 4
1 2

C
L
D

C
L
D

C
L
Di i Ma i Ma

  








 











max max      (6.153) 

 
in cui Ma1, Ma2  e C  sono noti e l’unico valore incognito resta L. 
 
Analogamente alla relazione (6.150) possiamo integrare le altre equazioni del sistema 
(6.148-6.149) sempre per separazione di variabili ed ottenere anche per le altre quantità 
delle espressioni esplicite in termini di Ma. Da notare che l’integrale è ancora una volta 
esteso fino ad Lmax, per cui le relazioni ottenute sono tutte riferite alle grandezza critiche 
(anche queste relazioni sono tabulate per il caso dell’aria nelle tabelle B4). A titolo 
informativo tali relazioni vengono riportate nel seguito: 
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In generale, se occorre trovare la variazione di un proprietà, ad esempio la pressione P, tra 
due sezioni corrispondenti a Ma1 e Ma2, si deve usare la relazione: 
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          (6.154) 

 
cioè occorre sempre fare riferimento alle grandezze critiche che si otterrebbero in un 
condotto di lunghezza Lmax. 
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TABELLA 6.4 

FLUSSI COMPRESSIBILI, ADIABATICI, CON ATTRITO, =1.4: 
LINEA DI FANNO ( 0 = t = totale) 
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(continua) 
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6.7.2 Flussi di Rayleigh 

 
 

Come detto, consideriamo un condotto a sezione costante senza attrito e non adiabatico.  
Anche in questo caso, utilizzeremo due approcci, uno globale per la determinazione della 
curva nel piano T,S, ed uno locale per determinare l’andamento delle variabili 
termodinamiche nel condotto. 
 
 
6.7.2.1 Approccio globale 
 
Nel caso dei flussi alla Rayleigh, lo scambio di calore influenza l’equazione dell’energia 
mentre l’equazione della conservazione della quantità di moto resta quella già vista per i 
flussi unidimensionali non isentropici (eq. 6.54), ovvero: 
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      (6.54) 

 
che, combinata con l’equazione di stato,  dà: 
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        (6.155) 

 
in cui il termine u è costante per l’equazione di conservazione della massa. 
A questa relazione aggiungiamo la seguente: 
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Eliminando la pressione tra le (6.155) e (6.156) si ottiene una relazione del tipo: 
 
 
F S T( , )  0  
 
che nel piano T,S (fissate le condizioni iniziali, il tipo di flusso e la portata) rappresenta 
un’ unica linea, cosiddetta linea di Rayleigh: 
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Come nel caso precedente si può dimostrare che in A si ha Ma=1, mentre in B si ha: 

Ma  
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ma il Mach corrispondente a Smax sarà dato da: 
 

10  AAAA McRTu
dT
dS

  

 
Inoltre il Mach corrispondente a Tmax sarà: 
 



100  BMT
dS
dT  

 
 
Nel ramo superiore si ha quindi  Ma <1 (T >T*) mentre nel ramo inferiore Ma >1 (T<T*). 
Si noti che in questo caso non si ha un verso preferenziale di S nel senso che se il flusso 
viene scaldato si ha un aumento di entropia mentre se il flusso viene raffreddato si ha una 
diminuzione di entropia.  

    T* 

    T 

S 

    Ma > 1 

       A 

(Ma = 1) 

                B 

riscaldamento 

raffreddamento 

Ma < 1 

( Ma =  1/ ) 

Linee di Rayleigh 



 419 

6.7.2.2 Approccio locale 
 
Per tenere conto degli scambi di calore, scriviamo l’equazione di bilancio dell’energia nel 
volume semi-infinitesimo, come nel caso dei flussi alla Fanno: 
 
dh u du Q    
 
essendo h l’entalpia e Q la quantità di calore scambiata per unità di massa attraverso la 
superficie laterale del volumetto di controllo semi-infinitesimo. 
Tenendo conto che  dh= cp dT e che  cp=R /(-1)  si ottiene: 
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        (6.157) 

 
Come per il caso precedente dei flussi alla Fanno,  combinando la (6.157) con l’equazione 
di stato, tenendo conto della continuità, dell’equazione di conservazione della quantità di 
moto e della definizione di numero di Ma, si ottiene: 
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        (6.158) 

 
Questa relazione indica che: 
 
- Per Ma < 1 il riscaldamento del fluido (Q > 0)  fa aumentare la velocità (du > 0), 

mentre il raffreddamento (Q < 0)  fa diminuire la velocità (du < 0) 
- Per Ma > 1 il riscaldamento del fluido (Q > 0)  fa diminuire la velocità (du < 0), 

mentre il raffreddamento (Q < 0)  fa aumentare la velocità (du > 0). 
 
In ogni caso bisogna tenere conto che se  Q > 0 si ha S > 0 mentre se Q < 0 si ha  
S < 0.  
Quindi : 
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Raffreddamento 

Riscaldamento 
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Quindi il riscaldamento (se Ma>1) o il raffreddamento (se Ma <1) fanno aumentare il Ma 
e viceversa: 
 
 

 Riscaldamento Raffreddamento 
Ma < 1 Accelerazione Decelerazione 
Ma > 1 Decelerazione Accelerazione 

 
 
 
 
Poiché il riscaldamento accelera il flusso da  Ma < 1, la condizione di chocking può essere 
raggiunta o meno, a seconda di quanto riscaldiamo il flusso. 
E’ interessante notare che nel tratto di curva tra A e B il riscaldamento provoca una 
diminuzione di temperatura mentre il raffreddamento provoca un aumento di temperatura! 
(questo succede perché per M<1, tenendo conto della definizione di temperatura totale,  
l’energia termica diminuisce (aumenta) a vantaggio (spese) dell’energia cinetica). Si noti 
infine che un passaggio da Ma > 1  a  Ma < 1 può avvenire in presenza di urti che 
possono verificarsi se riscaldiamo eccessivamente il flusso in moto supersonico: 
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Come nel caso dei flussi alla Fanno, possiamo integrare le relazioni ricavate per il 
volumetto semi-infinitesimo, ottenendo le seguenti equazioni (sempre riferite alle 
condizioni critiche): 
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Si noti che questo l’unico caso studiato fin’ora in cui la temperatura totale varia! 
 
Queste relazioni, per l’aria, sono anch’esse tabulate nelle tabelle di seguito riportate e 
tratte da Shapiro Vol. 1 (1953) (Tabelle 6.5). 
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L’andamento delle funzioni sopra riportate è mostrato nella figura seguente tratta da 
Munson et al. (1998). 
Possiamo concludere dicendo che l’effetto del riscaldamento è simile a quello dell’attrito. 
Entrambi accelerano un flusso subsonico e decelerano un flusso supersonico. In 
particolare, dalle relazioni P/Pt=F(Ma), entrambi fanno decrescere la pressione di ristagno 
Pt. Questo punto è molto importante  perché le perdite di pressione totale sono 
ovviamente dannose in termini di efficienza fluidodinamica. In sede progettuale, quindi, 
se per un fluido in un condotto è presente un eventuale riscaldamento (sia esso necessario 
che non voluto, si pensi ad esempio ad un reattore nucleare) devono essere tenute in conto 
le perdite di carico aggiuntive legate agli effetti della non-adiabaticità, per la valutazione 
delle perdite totali e dell’efficienza. 
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TABELLA 6.5 

FLUSSI COMPRESSIBILI, NON ADIABATICI, SENZA ATTRITO, =1.4: 
LINEA DI RAYLEIGH ( 0 = t = totale) 
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(continua) 
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6.8 Esercizi relativi al capitolo 6 
 

 

6.8.1 Flussi compressibili isentropici 

 
Es. 6.1.1  Si consideri un flusso di aria stazionario in un tubo circolare dritto di diametro 

D=0.1m. La temperatura e la pressione (assoluta), uniformemente distribuite in ogni sezione, 

sono T1=300°K e P1=6.895KPa nella sezione 1 e T2=252°K e P2=1.269KPa nella sezione 2. 

Assumendo l’aria come gas perfetto, calcolare: 

- La variazione di energia interna tra le sezioni 1 e 2 

- La variazione di entalpia 

- La variazione di densità 

- La variazione di entropia 

 

Es. 6.1.2   Un aereo vola orizzontalmente ed in moto uniforme ad una quota z=1000m. La 

velocità dell’aereo corrisponde a Ma=1.5 e la temperatura ambiente è di T=20°C. Un 

osservatore a terra udrà il passaggio dell’aereo con un certo ritardo  rispetto al momento in 

cui l’aereo passa sulla sua verticale. Determinare trascurando le variazioni di T con la quota.   

 

A1 A2 

P1, T1, S1, h1, 1, U1 P2, T2, S2, h2, 2,U2  
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Es. 6.1.3   Si consideri un punto in un flusso di aria, dove il valore di Ma locale, la pressione 

statica P e la temperatura statica T sono rispettivamente 3.5, 0.3Atm e 180°K. Determinare, 

attraverso l’uso delle tabelle relative alle relazioni isentropiche, i valori locali di: 

a*,  T*,  Ma*,  Pt ,  Tt . 

 

Es. 6.1.4  Si consideri un flusso d’aria stazionario che passa attraverso un condotto 

convergente e sfocia in un tubo cilindrico ricevente. La sezione di gola del convergente è di 

10-4 m2. Determinare la portata in massa attraverso il convergente se la pressione del tubo 

ricevente è: 

1) 80 KPa 

2) 40 KPa 

Risolvere il problema senza utilizzare le tabelle. 

 

 

 

 

Es. 6.1.5  Ripetere l’esercizio precedente utilizzando le tabelle per flussi isentropici 

compressibili. 

 

Sez. di gola 

Condiz. di ristagno 

atmosfera standard 

T0 = 288K 

P0 = 1Atm 

0 = 1.22 Kg/m3 

Tubo ricevente 
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Es. 6.1.6  Si consideri un condotto convergente-divergente con A1=1m2, Ma1=0.7, A2=1.5m2.  

Risolvere i seguenti quesiti: 

- Determinare l’area della sezione di gola (Ag) ed il Ma2 nel caso in cui il condotto sia in 

chocking.  

- Determinare l’area della sezione di gola (Ag) ed il Ma2 nel caso in cui il condotto non sia 

in chocking (Ag >A*).  

- Supponendo che per M2 > 1 si abbia P2=2x104 Pa, determinare la pressione totale Po e P1. 

Determinare il valore di P2I riferito alla soluzione subsonica (M2<1) a parità di P0. 

 

Es. 6.1.7   Si consideri un ugello De-Laval (convergente-divergente) che in condizioni di 

progetto (cioè in chocking con flusso supersonico in uscita) ha le seguenti caratteristiche: 

Portata in massa   m = 1Kg/sec 

Pressione esterna   Pe = 104 Pa 

Numero di Mach in uscita   Mu = 3 

Temperatura totale  To = 2000 °K 

Considerando l’aria come un gas perfetto, determinare la sezione di uscita Au. 

 

Es. 6.1.8   Si consideri un ugello convergente-divergente avente sezione di gola (Ag) di 10cm2 

ed il rapporto tra sezione di uscita e sezione di gola (A2/Ag) pari a 2. Tenendo conto che la 

pressione totale (Pt) e la temperatura totale (Tt) valgono rispettivamente 105 Pa  e  1000°K, 

determinare: 

- la pressione di progetto (in A2),  

- la portata in massa quando la pressione esterna Pe è pari a 0.96Pt 

- la portata massima. 

 

A1 
Ag 

A2 
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Es. 6.1.9    Un tubo di Pitot misura il rapporto tra pressione statica e pressione di ristagno in 

un punto in un flusso di un fluido compressibile. Tale rapporto è pari a 0.82 e la temperatura di 

ristagno del fluido è 20°C. Determinare: 

- la velocità del fluido se si considera come gas l’aria   

- la velocità del fluido se si considera come gas l’elio (=1.666, R=2077) 

 

Es. 6.1.10   Un flusso d’aria in condizioni di atmosfera standard, entra con velocità subsonica 

in un condotto convergente-divergente con sezione circolare. Chiamando x la distanza assiale 

dalla sezione di gola, l’area A(x) varia secondo la legge: 

A x x( ) . 01 2  

Il condotto si estende da x = -0.5m  fino a  x = 0.5m. Tenendo conto che il condotto si trova in 

condizioni di chocking, disegnare la variazione di Ma, T/To e P/Po lungo il condotto. 

 

Es. 6.1.11    Ripetere l’esercizio precedente nel caso in cui P/Po=0.99 nella posizione  

x = 0.5 m. 
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6.8.2 Urto normale 

 
Es. 6.2.1  Si consideri un urto normale in aria dove le proprietà a monte siano: 

U=680m/s, T (statica) = 288K,  P (statica) = 1atm. 

Calcolare la velocità, temperatura statica e pressione statica a valle dell’urto. 

 

Es. 6.2.2  Una sonda di pressione totale (tubo di Pitot supersonico) è inserita in un flusso 

d’aria supersonica. Un’onda d’urto normale si forma appena a monte del foro d’impatto della 

sonda. La sonda misura una pressione totale Pts mentre la temperatura di ristagno 

corrispondente è Tts. La pressione statica a monte dell’urto, misurata attraverso un foro su una 

parete, è Pm . Dati  

Pts = 413.7 KPa,  Pm = 82.7 KPa,  Tts = 556K 

Determinare il numero di Mach (Mx) e la velocità del fluido (si noti che la relazione 

Pty/Ptx=F(Mx) si chiama formula di Rayleigh per il tubo di Pitot supersonico). 

 

Es. 6.2.3  Si consideri un condotto convergente-divergente avente sezione circolare A che 

varia con la distanza x dalla sezione di gola secondo la legge: 

A x x( ) . 01 2  

Il condotto si estende da x = -0.5  a   x = 0.5 (in metri). Supponiamo che un urto si formi nella 

posizione x=0.5. Determinare il rapporto tra la pressione statica a valle dell’urto e la pressione 

totale a monte dell’urto (Py/Ptx). 

Presa di pressione statica 

Tubo di Pitot 

(presa di pressione totale) 

Mx > 1 

Onda d’urto normale 

My < 1 
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Es. 6.2.4  Ripetere l’esercizio presedente per il caso in cui l’urto si trovi nella posizione  

x = 0.3m. 

 

Es. 6.2.5  Un ugello De Laval ha il diametro della sezione di gola di 2.5cm ed un rapporto tra 

area di uscita ed area di gola  (Au/Ag) pari a 6. L’ugello scarica nell’atmosfera un getto d’aria 

stazionario con il profilo di velocità uniforme. A monte, l’ugello è collegato ad un serbatoio a 

temperatura T=20°C.  Un urto normale è posizionato in una sezione As tale che As/Ag=3. Una 

lastra è montata a valle dell’uscita dell’ugello perpendicolare al getto.  

Calcolare la forza che agisce sulla lastra dovuta al flusso d’aria che spinge. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Es. 6.2.6  Un flusso d’aria a Ma=3 entra in un condotto divergente con rapporto tra area di 

uscite e di ingresso pari a 3. Determinare il rapporto tra le pressioni statiche di ingresso e 

uscita che causa un urto normale in una sezione intermedia di area pari a due volte l’area della 

sezione di ingresso. 

Lastra 

Urto 

normale 

Area di gola 

Serbatoio 

 

   P=1Atm 
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TABELLA 6.1 

FLUSSI COMPRESSIBILI ISENTROPICI, =1.4 
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(continua) 
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(continua) 
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(continua) 
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(continua) 
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(continua) 
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(continua) 
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(continua) 
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TABELLA 6.2 

URTO NORMALE, =1.4 ( 0 = t = totale) 
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(continua) 
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TABELLA 6.3 

FLUSSI COMPRIMIBILI DI ESPANSIONE: 
FUNZIONE DI PRANDTL-MAYER E ANGOLO DI MACH 
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(continua) 

 


